AXIOME UND ERSTE DEFINITIONEN DER MENGENLEHRE

ZUSAMMENFASSUNG. This I#TEXfile is part of the project Principia Mathematica IT which is an open
source project that wants to present mathematical knowledge in a formal correct form. It includes a
proof verifier which checks a mathematical proof written in a certain formal language and converters
to other formats (HTML, LaTeX). See http://www.meyling.com/principia/principia.html for details
about this project.

Dieses Modul enthélt die Axiome und ersten Definitionen der Neumann-Bernays-Godelschen Men-
genlehre.
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MODULE SPECIFICATION

This module has the following specification:

Name: setl
Module version: 1.00.00
Rule version: 1.00.00
Locations:

Author(s) of this module:

Michael Meyling michael@meyling.com

Needs following modules:

Name: predaxiom
Module version: 1.00.00
Rule version: 1.00.00
Locations:

Definition des Pridikats ’ist ein Element der Klasse' DEFINE(IN,

Definition des Pradikats ’ist eine Menge*.

Definition 0.1.
set(xy) = 3,71 € T2

Ist eine Klasse also Element einer anderen Klasse, dann wird sie auch als Menge bezeichnet.

Das Axiom der Klassenbildung ist das folgende:
Axiom 0.1.
35, Vo, (x2 € 11 & (set(z2) A Ri(z2)))
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Dieses Axiom wird auch ’Komprehensionsaxiom* genannt. Es ist zu beachten, dass fiir die Pradikatvariable
beliebige Formeln eingesetzt werden kénnen', in denen auch weitere Subjektvariablen frei vorkommen
konnen.

Die Gleichheit zweier Klassen kann definiert werden durch die Eigenschaft, dass sie dieselben Elemente
besitzen.

Definition 0.2.
X1 =29 = Vp(v3 €11 & 23 € 29)

Es wird von der 'Umfangsgleichheit* gesprochen. Diese Definition reicht jedoch nicht aus, um eine Klasse
durch eine gleiche Klasse zu ersetzen.

Der Zusammenhang von Umfangsgleichheit und die Ersetzbarkeit fiir eine Enthaltenseinsbeziehung (links
von €) wird erst durch das Axiom der Extensionalitit garantiert.

Axiom 0.2.
((1‘1 =9 N x3 € 1‘1) = I3 € 1?2)

Durch die Extensionalitdt und das Komprehensionsaxiom wird nun der Zusammenhang zwischen ei-
ner Aussage PREDVAR(1, L(VAR(2))) und der durch diese Aussage definierten Klasse festgelegt. Das
Komprehensionsaxiom behaupted die Existenz mindestens einer durch die Aussage AND(PREDVAR(1,
L(VAR(2))), ISSET(VAR(2)) definierten Klasse. Die Gleichheitsdefinition sichert unter Beriicksichtigung
der Extensionalitit, dass es hochstens eine solche Klasse gibt: irgend zwei Klassen, welche dieselben
Elemente besitzen, sind gleich im Sinne der Ersetzbarkeit in allen einschlidgigen Aussagen. Mit anderen
Worten: es gibt nur genau eine solche Klasse. Deshalb konnen wir eine neue abkiirzende Schreibweise
einfiithren.

Abbreviation 0.1.
z1 € {z2|R1(22)} = (set(z1) A Ri(z1))
Fiir die Beziehung in der anderen Richtung muss das Folgende gelten.
Abbreviation 0.2.
{J]2|R1($L’2)} €x; =3, (Vm((set(xg) A Rl(a)’g)) & I € 56'3) N x3 € ,’L‘l)
Im Folgenden verwenden wir diese abkiirzenden Schreibweisen in allen pradikativen Aussagen.
Die Kompatiblitdt mit dem Extensionalitéitsaxiom ist gewéhrleistet.

Theorem 0.1.
({z2|Ri(22)} €21 & (Fap (w3 = {22|Ri(22)} N 23 € 21)))

Proof.
1 ({1}2|R1 (iz)} cr < {.’E2|R1 ((EQ)} € (El) (P1 & Py) ist eine Tautologie
2 ({.’1’;2|R1(.’L‘2)} cExr <& 313 (vz2((set($€2) AN Rl(l’z)) & Tg € abr:set2 aus 1

$3) N T3 € .731))

3 ({1‘2|R1(JL‘2)} cry < EI;ES(VM((set(m) A R1($4)) & T4 € aus 2
1’3) N x3 € $1))

4 ({x2|Ri(x2)} € 1 © Fp,(Va, (24 € 3 & (set(z4) A Ri(24))) A aus 3

xr3 € .1‘1))
5 ({.%‘glRl)().’Eg)} cr < 3$3(V14(l‘4 €T3 < T4 € {$2|R1($2)}) AN aus 4
T3 € T1

6 ({1‘2|R1(I2)} cxry <= HTS(Ig = {$2|R1(1}2)} N T3 € .1‘1)) aus 5

Lin denen VAR(1) gar nicht und VAR(2) frei vorkommen miiessen
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Aus den Abkiirzungen ergibt sich fiir die Gleichheit von derartigen Mengen das Folgende.

Theorem 0.2.

({z1|Ri(z1)} = {z1|Ra(21)} & (Vay (set(z1) = (Ri(z1) & Ra(z1)))))

Proof.

1 ({z1|Ri(21)} = {z1| R2(21)} &
2 ({m|Ri()} = {z1|Re(71)} &
{z1|R2(21)}))

3 ({mfRi(z1)} = {z|Re(z1)} & Va,((set(zz) A Ri(wz))
(set(x2) A Ra(z2))))

4 ({m|Ri(z1)} = {z|Ra(z1)} & Vo, (((set(z2) A Ri(wz))
(set(xz2) A Ra(z2))) A ((set(xz2) A Ri(z2)) = (set(zq)
Ry(x2)))))

5 ({m[Ri(z1)} = {zi[Rao(21)} & Vao(((set(z2) A Ri(zz
Ra(w2)) A ((set(z2) A Ra(z2)) = Ra(z2))))

6  ({zi|Ri(z1)} = {z1|Ra(21)} & Vo, ((set(z2) = (Ri(x2
Ro(z2))) A (set(z2) = (Ra(z2) = Ri(22)))))

7 ({m|Ri(21)} = {z1|Ra(z1)} & Vo, (set(z2) = ((Ri(ze
Ry(x2)) A (Ra(x2) = Ri(x2)))))

8  ({milRi(z1)} = {z1|Ra(z1)} & Va,(set(za) = (Rai(x2)

Ry(72))))

{z1|Ri(21)} = {21 R2(21)})
Ve, (22 € {21|R1(71)} & x2 €

=

=
A

=

(P1 < Pp) ist eine Tautologie

defiequal aus 1

abr:setl aus 2

aus 3

aus 4

aus 5

aus 6

aus 7

Die Definition der Gleichheit von Klassen fithrt zur den gewohnten Eigenschaften der Gleichheit.

Zunéchst die Reflexifitét.
Theorem 0.3.

1 =21
Proof.
1 (Ri(z2) & Ri(x2))
2 (Ra(x2) = (Bi(22) & Ri(x2)))
2 (set(wz) = (v2€x1 & T2 €21))
2 Vo (set(z2) = (22 €21 & 22 € 1))
2 xry = T

Es folgt die Symmetrie.

Theorem 0.4.
(.’El =Ty = T2 = .’El)

Proof.

1 sel: x1 = X9

(P1 < Pp) ist eine Tautologie
aus 1
aus 2
aus 3

def:equal aus 3
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Vs (set(z3) = (z3 €21 & 23 € 23))
Vs (set(z3) = (z3 €22 & x3 € 21))
T2 = X1

s0: (1 =3 = X2 =1x1)

Und nun folgt die Transitivitit der Gleichheit.

Theorem 0.5.
(([El =T2 N Tg 21‘3) = T2 ng)
Proof.
1 sei: (1 =x2 A z3 =23)
2 (Vu(set(m) = ($4 cEr1 < I4 EIQ)) A Vm(set(m) = (.734 €
X9 & T4 € 2173)))
3 Ve, ((set(zs) = (24 €21 & T4 € 22)) A (set(zs) = (24 €
To <& T4 € $3)))
4 Ves(set(zg) = (s €21 & x4 €x2) N (T4 Ex2 & T4 € 3)))
5 Va,(set(zy) = (z4 €x1 & x4 € 3))
6 so: ((x1 =22 AN 3 =1a3) = X2 =u1x3)

def:equal aus 1
aus 2
aus 2

aus 1, 4

def:equal aus 1

aus 2

aus 3

aus 4

aus 1, 5
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